
Ìåòðè÷åñêèå òåíçîðû ýíåðãèè-èìïóëüñà íåëåãèòèìíû

Ð. È. Õðàïêî ∗

Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò, Ìîñêâà, 125993

Àííîòàöèÿ

Ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíàÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ ýíåðãèè-

èìïóëüñà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèâîäèò ê áåçäèâåðãåíòíûì òåíçîðàì, à óðàâíåíèÿ

Ýéíøòåéíà íå ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.

PACS: 03.50.-z

Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêå. Îäíàêî, íà íàø âçãëÿä, çíà÷åíèå åãî íåñêîëüêî ïðåóâåëè÷åíî. Ìû ïðèâîäèì òîìó
äâà ïðèìåðà. Õîòÿ óðàâíåíèå Ëàãðàíæà-Ýéëåðà, ïîëó÷åííîå èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà,
÷àñòî ïðèâîäèò ê âåðíîìó óðàâíåíèþ ïîëÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ëàãðàíæèàíà ïîëÿ, ýòî íå
îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ. È âàðèàöèîííûé ïðèíöèï íå äàåò
àäåêâàòíûå òåíçîðû ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñïèíà

1 Óðàâíåíèÿ ïîëÿ

Ñâîéñòâî êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ, íàïðèìåð 4-âåêòîðíîãî âåùåñòâåííîãî ïîëÿ Ai(x), çàäà-
åòñÿ ëàãðàíæèàíîì ïîëÿ, îáû÷íî çàâèñÿùèì îò ñàìîãî ïîëÿ è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé
Λ(Ai,∇jAi). Ëàãðàíæèàí ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì; ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèâîëèíåé-
íûõ êîîðäèíàò, ïðîèçâîäíàÿ äîëæíà áûòü êîâàðèàíòíîé. Âñëåäñòâèå ýòîãî àðãóìåíòàìè
ëàãðàíæèàíà ÿâëÿþòñÿ òàêæå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gmn è åãî ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â
ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γk

ji: Λ(Ai, ∂jAi, g
mn, ∂lg

mn).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ëàãðàíæèàíîâ ñâîáîäíîãî ïîëÿ, òî åñòü ïîëÿ áåç èñòî÷íèêîâ:
Ëàãðàíæèàí ïðîñòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

Λ
v

= −∇jAi∇kAlg
jkgil/2. (1)

Êàíîíè÷åñêèé ëàãðàíæèàí

Λ
c

= −∇[jAi]∇[kAl]g
jkgil = −FjiFklg

jkgil/4, Fji = 2∇[jAi] = ∂[jAi]. (2)

Êàíîíè÷åñêèé ëàãðàíæèàí çàìå÷àòåëåí òåì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà êîâàðèàíòíîñòü, åãî ñîñòàâ-
ëÿþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Èíòåãðàë îò ëàðàíæèàíà ïî íåêîòîðîé îáëàñòè Ω íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì

S =
∫

Ω
Λ
√
−gdΩ. (3)
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Ïðè âàðèàöèè ôóíêöèé ïîëÿ ëàãðàíæèàí è äåéñòâèå, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíÿþòñÿ. Îäíàêî
ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè ïîëÿ, ÷òî èõ ïðîèçâîëüíûå âàðèàöèè, îáðàùàþùèåñÿ â íîëü
íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, íå èçìåíÿþò äåéñòâèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîäîáíûõ
ôóíêöèé Ai(x) ñîçäàþò òàêîå âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèè äåéñòâèÿ, â êîòîðîì ýòà âàðèàöèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíà âàðèàöèè ôóíêöèé ïîëÿ, è ïðèðàâíèâàþò âàðèàöèþ äåéñòâèÿ íóëþ [1]:

δS =
∫
Ω

(
∂Λ

∂Ai

δAi +
∂Λ

∂(∇jAi)
δ(∇jAi)

)
√
−gdΩ

=
∫
Ω

(
∂Λ

∂Ai

δAi +
∂Λ

∂(∇jAi)
∇jδAi

)
√
−gdΩ

=
∫
Ω

(
∂Λ

∂Ai

δAi −∇j
∂Λ

∂(∇jAi)
δAi

)
√
−gdΩ

+
∫
Ω

∇j

(
∂Λ

∂(∇jAi)
δAi

)
√
−gdΩ = 0 (4)

Çäåñü ñèìâîëû δ è ∇ êîììóòèðóþò. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü �ïåðåêèíóòü� ïðîèçâîäíóþ íà
ïåðâûé ñîìíîæèòåëü, ïîñëå ÷åãî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ïðåîáðàçîâàííîå ïî òåîðåìå Ãàóññà,
îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ïîëÿ, íàçûâàåìûå óðàâíå-
íèÿìè Ëàãðàíæà-Ýéëåðà; îíè îáåñïå÷èâàþò íóëåâóþ âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (3) ïðè âàðèàöèè
ïîëÿ:

∂Λ

∂Ai

−∇j
∂Λ

∂(∇jAi)
= 0 (5)

Äëÿ ëàãðàíæèàíà (1) ýòî
gjk∇j∇kAi = 0. (6)

Äëÿ ëàãðàíæèàíà (2) ýòî
∇jF

ij = 0. (7)

2 Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

Êðîìå óðàâíåíèé ïîëÿ, áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèäàåòñÿ áåçäèâåðãåíòíîìó ñèììåòðè÷íîìó
òåíçîðó, ñîñòàâëåííîìó èç ôóíêöèé ïîëÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ, è íàçûâàåìîìó òåíçîðîì
ýíåðãèè-èìïóëüñà T ij, ∇jT

ij.Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ [1] èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò,
÷òî äåéñòâèå (3) íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàò, íåñìîòðÿ íà ñîïóòñòâóþùèå èç-
ìåíåíèÿ âûðàæåíèé äëÿ ôóíêöèé ïîëÿ, ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà è åãî ïðîèçâîäíûõ, ëàãðàí-
æèàíà â öåëîì è îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Áåçäèâåðãåíòíûå òåíçîðû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-
ùüþ ïðîñòîé âàðèàöèè ñèñòåìû êîîðäèíàò, íàçûâàþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè ýíåðãèè-
èìïóëüñà.

Öåëåñîîáðàçíî îãðàíè÷èòüñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûìè âàðèàöèÿìè êîîðäèíàò, èñ÷åçàþ-
ùèìè íà ãðàíèöå îáëàñòè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò íåèçìåííîñòü îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè
èçìåíåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òîãäà äëÿ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

δS =
∫
Ω

(
∂Λ
√
−g

∂Ai

δAi +
∂Λ
√
−g

∂(∇jAi)
δ(∇jAi) +

∂Λ
√
−g

∂gmn
δgmn +

∂Λ
√
−g

∂(∂lgmn)
δ∂lg

mn

)
√
−gdΩ (8)

Ïîñêîëüêó ëàãðàíæèàí ÿâíî íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò, âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ îêàçûâàåòñÿ
âûðàæåíà íå ÷åðåç âàðèàöèè êîîðäèíàò, à ÷åðåç èçîìåòðè÷åñêèå âàðèàöèè ìåòðè÷åñêîãî
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òåíçîðà, åãî ïðîèçâîäíûå, âàðèàöèè ôóíêöèé ïîëÿ è èõ ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå îáóñëîâëå-
íû âàðèàöèåé êîîðäèíàò. Ñëåäóåò, îäíàêî, ó÷èòûâàòü, ÷òî âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé δ(∇jAi)
â ôîðìóëå (8), îáóñëîâëåííàÿ âàðèàöèåé êîîðäèíàò, îòëè÷àåòñÿ îò âàðèàöèè ïðîèçâîäíîé
â ôîðìóëå (4), âîçíèêàþùåé ïðè âàðèàöèè ñàìîãî ïîëÿ . Äåéñòâèòåëüíî, â ôîðìóëå (8)
èìååì:

δ(∇jAi) = δ(∂jAi − Γk
jiAk) = ∂jδAi − δΓk

jiAk − Γk
jiδAk = ∇jδAi − δΓk

jiAk, (9)

δΓk
ji =

∂Γk
ji

∂gmn
δgmn +

∂Γk
ji

∂(∂lgmn)
δ(∂lg

mn). (10)

Ñèìâîëû δ è ∇ íå êîììóòèðóþò ïðè âàðèàöèè êîîðäèíàò, à ïîòîìó ïðè ïîäñòàíîâêå
ôîðìóëû (4) â ôîðìóëó (8) â èíòåãðàíäå ôîðìóëû (8) îñòàåòñÿ ëèøíèé ÷ëåí,

− ∂Λ
√
−g

∂(∇jAi)
δΓk

jiAk, (11)

ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëîé èç [1, �94]. Â ðåçóëüòàòå, ïðè ó÷åòå (10), âà-
ðèàöèþ äåéñòâèÿ ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå

δS =
∫
Ω

(
− ∂Λ

√
−g

∂(∇jAi)

∂Γk
ji

∂gmn
Ak + ∂l[

∂Λ
√
−g

∂(∇jAi)

∂Γk
ji

∂(∂lgmn)
Ak] +

∂Λ
√
−g

∂gmn
− ∂l

∂Λ
√
−g

∂(∂lgmn)

)
δgmndΩ.

(12)

Ðàâåíñòâî íóëþ òàêîé âàðèàöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îçíà÷àåò, ÷òî êîíñòðóêöèÿ [1, (94,4)]

Tmn =
2√
−g

(
∂Λ
√
−g

∂gmn
− ∂l

∂Λ
√
−g

∂(∂lgmn)

)
, (13)

èñïîëüçóþùàÿ òîëüêî äâà ïîñëåäíèõ ÷ëåíà èíòåãðàíäà, îêàæåòñÿ áåçäèâåðãåíòíîé, êàê
ýòî äîêàçûâàåòñÿ â [1, �94].

È äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóåì â êîíñòðóêöèè (13) ëàãðàíæèàí (1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

2∂
√
−g√

−g∂gmn
= −gmn, (14)

è ñ÷èòàÿ, ÷òî èñõîäíàÿ ìåòðèêà äåêàðòîâà, íàéäåì òåíçîð ïî ôîðìóëå (13)

T
v

mn = gmn∂jAi∂
jAi/2− ∂mAi∂nA

i − ∂iAm∂
iAn. (15)

Äèâåðãåíöèÿ ýòîãî òåíçîðà íå ðàâíà íóëþ:

∂n T
v

mn = ∂mjAi∂
jAi/2 + ∂jAi∂

j
mA

i/2− ∂nmAi∂nA
i − ∂mAi∂

n
nA

i − ∂n(∂jAm∂
jAn) 6= 0; (16)

ïåðâûå òðè ÷ëåíà âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, ÷åòâåðòûé ðàâåí íóëþ â ñèëó (6), à ïîñëåäíèé
÷ëåí îñòàåòñÿ íå óíè÷òîæåííûì.

Òàê ÷òî òåíçîð (13) íå ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëÿòü ïîëå èëè âåùåñòâî, à ðàçî-
áðàííûé çäåñü èçâåñòíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ñèììåòðè÷íûõ áåçäèâåðãåíò-
íûõ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà � íåëåãèòèìåí.
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3 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

Ñóùåñòâåííî, ÷òî íåêîððåêòíîå íåïîëíîå âûðàæåíèå âàðèàöèè äåéñòâèÿ ìàòåðèè, ïðåä-
ñòàâëÿþùåå ñîáîé ÷àñòü âûðàæåíèÿ (12) è ñîäåðæàùåå íå îáÿçàòåëüíî áåçäèâåðãåíòíûé
òåíçîð (13) [1, (94,5),(95,4)],

δS =
∫
Ω

(
∂Λ
√
−g

∂gmn
− ∂l

∂Λ
√
−g

∂(∂lgmn)

)
δgmndΩ =

1

2

∫
Ω

Tmnδg
mn√−gdΩ, (17)

èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà [1, (95,5)].
Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâèå ïîëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gik [1, (93,1)]

Sg = − 1

2κ

∫
Ω
R
√
−gdΩ. (18)

Äàëåå, äëÿ âàðèàöèè ñóììû äåéñòâèé ïîëÿ è ìàòåðèè,

δStot = δSg + δS = − 1

2κ

∫
Ω
δ(R
√
−g)dΩ +

1

2

∫
Ω
Tikδg

ik√−gdΩ, (19)

ñîçäàþò òàêîå âûðàæåíèå, â êîòîðîì èíòåãðàíä ïðîïîðöèîíàëåí âàðèàöèè ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà. Çàòåì ïðèðàâíèâàþò íóëþ ýòó âàðèàöèþ ñóììû ïðè ïðîèçâîëüíîé èíôèíèòå-
çèìàëüíîé âàðèàöèè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, èñ÷åçàþùåé íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ. È â ðåçóëüòàòå, áåçäèâåðãåíòíûé òåíçîð Ýéíøòåéíà îêàçûâàåòñÿ ïðèðàâíåí ê íå
îáÿçàòåëüíî áåçäèâåðãåíòíîìó òåíçîðó (13) [1, (95,5)]:

Rik − gikR/2 = κTik. (20)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðè÷èíû ýòîãî ïàðàäîêñà ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå âàðèàöèè äåé-
ñòâèÿ ïîëÿ δSg, êîòîðîå äîëæíî ïðèâåñòè, ïî èäåå, ê èíòåãðàíäó, ïðîïîðöèîíàëüíîìó
âàðèàöèè ìåòðèêè [1, (95,1)]:

δSg = − 1

2κ

∫
Ω

(Rik −
1

2
gikR)δgik

√
−gdΩ− 1

2κ

∫
Ω
gikδRik

√
−gdΩ. (21)

Ñëåäóåò, îäíàêî, ó÷èòûâàòü, ÷òî âàðèàöèÿ òåíçîðà Ðè÷÷è, δRik, îòëè÷àåòñÿ îò âàðèàöèè
ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, δΓk

ji. Âàðèàöèè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âàðèà-
öèþ ïðîèçâîäíîé ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà (10) è ïðåîáðàçóåòñÿ òåîðåìîé Ãàóññà â âàðèàöèþ
ñàìîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà δgik íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ãäå îíà ðàâíà íóëþ.
Âàðèàöèÿ òåíçîðà Ðè÷÷è δRik âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âàðèàöèþ ïðîèçâîäíîé ñèìâîëîâ Êðè-
ñòîôôåëÿ, à ïîòîìó òåîðåìà Ãàóññà ïðèâîäèò ê âàðèàöèè ñàìèõ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ
íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ãäå ýòà âàðèàöèÿ íå ðàâíÿåòñÿ íóëþ ïðè ïðîèçâîëü-
íîé âàðèàöèè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà âíóòðè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ∫

Ω
gikδRik

√
−gdΩ =

∫
Ω

2∂l(g
i[kδΓ

l]
ik

√
−g)dΩ =

∮
∂Ω

2gi[kδΓ
l]
ik

√
−gdVl. (22)

Ïîýòîìó, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ âàðèàöèþ ñóììû äåéñòâèé (19),

δStot = − 1

2κ

∫
Ω

[(Rik −
1

2
gikR)− κTik]δgik

√
−gdΩ− 1

κ

∮
∂Ω
gi[kδΓ

l]
ik

√
−gdVl = 0, (23)

íåëüçÿ ñäåëàòü íèêàêîé âûâîä, êàñàþùèéñÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, íåëüçÿ ñäåëàòü
âûâîä î ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (20) ñ òåíçîðîì (13) â êà÷åñòâå ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî
ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî òåíçîð (13) íå îáÿçàòåëüíî áåçäèâåðãåíòíûé.
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4 Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ èìååò
îãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå. Ðàíåå óæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî Ïðèíöèï íå ïðèâîäèò ê òåíçîðó
ýíåðãèè-èìïóëüñà Ìàêñâåëëà-Ìèíêîâñêîãî è äàåò íåïðàâèëüíûé òåíçîð ñïèíà êëàññè÷å-
ñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè [2]. Íåïðàâèëüíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïñåâäîòåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ [3]. Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü Â.Â. Êàðáàíîâñêîìó, ñëó÷àéíî îáðà-
òèâøåìó ìîå âíèìàíèå íà íåêîððåêòíûé âûâîä óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà.
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